Resolução de Equação Diferencial por Série de Taylor

Seja a equação diferencial de 1a ordem:

dy/dx = x+y

y(0) = 1

Já sabemos que a solução analítica é: y = 2ex –x –1

Vamos ignorar esse fato e resolver a equação diferencial numericamente, usando o desenvolvimento em Série de Taylor.

Já vimos que, pelo desenvolvimento em Série de Taylor, 

y(x0 + h) = y(x0) + y’ (x0).h + y’’(x0).h2/2!+ y’’’(x0).h3/3! + ....

Para resolver a equação diferencial, vamos construir uma tabela (X,Y):

	X
	X0
	X1
	X2
	...
	Xn

	Y
	Y0
	Y1
	Y2
	...
	Yn


onde (X0 , Y0 ) é dado.

Resolver a equação será estimar os valores dos restantes pontos (Xi , Yi).

Assim toma-se x1 = x0 + h , onde h = ∆x .

Vamos estimar y1 = y(x1) = y(x0+h) pelo desenvolvimento em Série de Taylor.

y(x0 + h) = y(x0) + y’ (x0).h + y’’(x0).h2/2!+ y’’’(x0).h3/3! + ....

y’ é conhecido, por ser a própria equação diferencial dada,

y’ = dy/dx = x+y

y’’(x) = dy’(x)/dx = d/dx (x+y) = 1 + dy/dx = 1 + x + y

y’’’(x) = dy’’(x)/dx = d/dx (1+x+y) = 1 + dy/dx = 1 + x + y = y’’ 

yiv(x) = y’’’(x) 

…

Nesse caso particular, sendo y’(x) = x+y e (x0 , y0 ) = (0 , 1), tem-se:

y(0 + h) = y(0) + y’ (0).h + y’’(0).h2/2!+ y’’’(0).h3/3! + ....

Tomado-se  h = 0,1 , tem-se:

y(0 + 0,1) = y(0) + y’ (0).0,1 + y’’(0).0,122! + y’’’(0).0,13/3! + ....

y’ (0) = 0+1=1

y’’(0) = 1+0+1 = 2

y’’’(0) = 2
yiv(0) = 2 ...

y(0,1) = 1 + 0,1 + 2 * 0,01 / 2 + 2 * 0,001 / 6 + 2 * 0,0001 / 24 + ...

Parando-se na quarta derivada, tem-se: 

y(0,1) = 1,11034166666...

O valor exato é: y(0,1) = 2.e0,1 – 0,1 – 1 =  1,11034183616 ...

O erro está na sétima casa decimal.

Nesse caso a solução foi simples pois, a partir da segunda derivada,

yi+1 (x) = yi (x).

Num caso mais geral, isso não acontece.

Tomemos um caso geral:

dy/dx = f(x,y) , com condição inicial (x0 , y0 ).

y(x0 + h) = y(x0) + y’ (x0).h + y’’(x0).h2/2!+ y’’’(x0).h3/3! + ....

y’(x) = f(x,y)

Para achar a segunda derivada de y, é preciso derivar f(x,y) em relação a x. Porém, trata-se de uma derivação de função implícita, pois y é função de x.

y’’(x) = d/dx f(x) = fx + fy . dy/dx = fx + fy . f

onde

fx é a derivada parcial de f em relação a x 

e

fy é a derivada parcial de f em relação a y.

Lembremo-nos que fx e fx são, também, funções de x e y; assim:

y’’(x) = d/dx f(x) = fx (x,y) + fy(x,y) . f(x,y)

Para calcular a terceira derivada, é preciso derivar, em relação a x, y’’(x).

y’’’(x) = d/dx (fx + fy . f) = fxx + fxy.f + f(fyx+fyy.f) + fy(fx + fy.f) 

Imaginemos o cálculo da quarta derivada !!!

Dessa forma, vê-se que a dificuldade de se aplicar o desenvolvimento em Taylor, para resolver equações diferenciais, passa pela dificuldade em calcular as derivadas de ordem superior.







